
Tema: derivate parţiale, matrice jacobiană 
 

1. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei  
( ) 5,,: 22 +++=→ yxxyyxff RR . 

Soluţie.  
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2. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei  

( ) ( )12,,: 22 ++=→ xxxxff RR . 
Soluţie.  
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3. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei: 

( ) ( ) ( )yxyxxyyxff ln,,,,,0: 23 +=→∞× RR . 
Soluţie.  
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4. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul  
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Soluţie.  
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5. Calculaţi, folosind regula de derivare a funcţiilor compuse, derivatele parţiale şi 

Jacobianul compunerii funcţiilor  
32: RR →f , ( ) ( )xyxxyyxyxf 2,,, 2 ++=  şi 
23: RR →g , ( ) ( )zyxzzyxg += 2,,, . 

Soluţie.  
Fie ( ) ( )( )yxfgyxhhfgh ,,,:, 22 =→= RR� , folosim formula Jacobianului 

compunerii de funcţii: ( ) ( )( ) ( )yxJyxfJyxJ fgh ,,, ⋅= . 
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Derivatele parţiale ale funcţiei compuse pot fi obţinute fie din Jacobian, fie prin 
calcul, de exemplu: 
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6. Se consideră 22: RR →f , ( ) ( )xyyxyxf 2,, 2 += . 

Calculaţi derivatele parţiale în funcţie de parametrii transformării de coordonate polare 
în plan. 

Soluţie:  
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7. Calculaţi derivatele parţiale de ordin 2 ale funcţiei  

23: RR →f , ( ) ( )xyzyzxzyxf ,,, 2 += . 
Soluţie:  
Derivatele parţiale de ordin I sunt 
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iar cel de ordin II se obţin prin derivarea acestora:  
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8. Calculaţi diferenţialele de ordin I şi II ale funcţiei: 

 RR →2:f , ( ) 32, yyxyxf += . 
Soluţie:  
Diferenţiala de ordin I este 
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9. Calculaţi diferenţialele de ordin I şi II ale funcţiei: 

RR →3:f , ( ) yzxxyzzyxf ++= 2,, . 
Soluţie: 
Diferenţiala de ordin I este: 
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Tema: extremele funcţiilor de mai multe variabile 
 

1. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei 
RR →2:f , ( ) yxxyxyxf 12153, 23 −−+= . 

Soluţie:  

Determinăm soluţiile sistemului de ecuaţii: 
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sistem simetric având soluţiile ( ) ( ) ( ) ( )1,2,2,1,1,2,2,1 −−−− , care sunt punctele critice ale 
funcţiei. 

Pentru a stabili care dintre aceste puncte este punct de extrem calculăm diferenţiala 
de ordin II: 
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2. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei 

RR →2:f , ( ) yxyxyxyxf −−++= 2, 22 . 
Soluţie:  
Determinăm punctele critice rezolvând sistemul: 
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Calculăm diferenţiala de ordin II a funcţiei  
( ) 222 222, dydxdxdxyxfd ++= ;  
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minim local. 
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Soluţie:  
Folosim formula de tip Lagrange: 
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Este uşor de observat că [ ] [ ]( ) [ ] [ ]1,11,1111,1: −×−⊆×− ,-g  deci funcţia g satisface 
ipotezele de aplicare a principiului contracţiilor. 



Tema: derivatele funcţiilor implcite 
 

1. Se consideră sistemul: 
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Calculaţi derivatele funcţiilor implicite u şi v, în raport cu x şi y.  
Soluţie: Există trei modalităţi de calcul. 
I. Utilizăm teorema funcţiilor implicte, astfel: 
Fie ),( yxuu = , ),( yxvv = , ( )yxX ,= , ( )vuY ,= , avem: 
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II. Utilizăm determinanţii funcţionali: 
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III. Scriem sistemul liniar obţinut prin egalarea cu zero a diferenţialei fiecărei 
ecuaţii din sistem: 
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2. Fie ( ) 0cos =+++ zzyx . Calculaţi derivatele parţiale ale funcţiei implicite z, în raport 

cu x şi y.  
Soluţie: Notăm cu f membrul stâng al ecuaţiei, ( ) ( ) zzyxzyxf +++= cos,, , iar 

derivatele funcţiei implicite sunt:  
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3. Fie 
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Soluţie: Cel mai simplu este să scriem sistemul liniar obţinut prin diferenţierea 

fiecărei ecuaţii: 
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4. Fie 0322 =+++ xyzy . Calculaţi 2
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Tema: extreme cu legături 
 

1. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei xyzzyxff =→ ),,(,: 3 RR , având 

legăturile 
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Soluţie: Notăm )8()5(),,,,( 2121 −+++−+++= zxyzxyzyxxyzzyx λλλλϕ  şi 

rezolvăm sistemul: 
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Înmulţim prima ecuaţie cu x, a doua cu y şi le scădem: ( )( ) 021 =+− zyx λλ . Pentru 

yx =  sistemul devine: 
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3
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, deci 2=p , 3=m  adică o singură variabilă independentă, x sau y. 

Diferenţialele funcţiilor implicite se obţin din sistemul de legături: 
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Diferenţiala de ordin 2 a lui g se va obţine exprimând dy şi dz în funcţie de dx: 
22 2dxgd = care este pozitiv definită, deci punctul ( )1,2,2  este punct de minim. Analog se 

arată că punctul �
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22 2dxgd −=   
care este negativ definită.  

Datorită simetriei sistemului vom avea încă 4 soluţii, corespunzătoare cazurilor 
zy =  şi xz = . 

 
2. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei yxyxff 346),(,: 2 −−=→ RR , având 

legăturile 122 =+ yx . 
Soluţie: Notăm )1(346),,( 22 −++−−= yxyxyx λλϕ  şi rezolvăm sistemul: 
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Diferenţiala de ordin 2 este [ ]222 2 dydxd += λϕ . Avem o singură legătură, de unde 

obţinem: 0=+ ydyxdx . Pentru prima soluţie, exprimăm dxdy
3
4−= , deci 22

9
125 dxgd = , 

adică primul punct este de minim legat. Pentru cea de-a doua soluţie avem 22

9
125 dxgd −=  

adică maxim legat. 
 

3. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei xyyxff =→ ),(,: 2 RR , având legăturile 
1=+ yx . 

Soluţie: Notăm )1(),,( −++= yxxyyx λλϕ  şi rezolvăm sistemul: 
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având soluţia �
�

�
�
�

� −
2
1,

2
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2
1 . Diferenţiala de ordin 2 este [ ]dxddyddxdyd λλϕ ++= 22 . 

Avem o singură legătură, de unde obţinem: 0=+ dydx . deci 22 2dxgd −= , adică punct de 
maxim legat. 


