Tema: derivate partiale, matrice jacobiana

1. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei
f:R> S R f(x,y)=xy+x+y’+5.
Solutie.

g<x,y>=y+1,g<x,y>=x+2y, 3, (0 y)=(y +1x+2y)

2. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei
f:R- R2,f(x):(x+x2,2x+l).
Solutie.
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2

3. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei:
f:Rx(0,00) - R, f(x, y):(xy,x2 +y,xIn y).

Solutie.
i = i = i =2 & =1 i =1
d((x,y) Y, éy(x,y) X, o.k(x,y) X, Oy(x,) : a.k(x,y) ny,
y X
L (y)=%, 3,(xy)=| 2x 1
¥ y In X
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4. Calculati derivatele partiale si Jacobianul
X = pcost

y = psint’

Solutie. 0

parametrizarii {

ﬁ:cost,§=—,05int,ﬂ:sint,ﬂzpcost, t
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5. Calculati, folosind regula de derivare a functiilor compuse, derivatele partiale si
Jacobianul compunerii functiilor

f:R* - R, f(x,y):(x+ Y, Xy, X’ +2xy) si
9:R’ - R?, g(x, y,z):(xz,y2 + z).
Solutie.
Fie h=gof,h:R* - R h(x,y)=g(f(x,y)), folosim formula Jacobianului

compunerii de functii: Jh( ) ( ( y))EU (X )

1 1
242 0 x+ )
(1= s v x e
2X+2y 2X

] - 3X* +6xy +4y* 37 +4xy
"l2xy? #2x+2y  2x7y +2x)
Derivatele partiale ale functiei compuse pot fi obtinute fie din Jacobian, fie prin
calcul, de exemplu:

Cll cgl ‘gl [gl (|3 —
=—(f,f,, f —(f,f,, f —=L(f, f, f,)—= =
2(Xy) %1(19 2> )Z(Xy)-l' 7f2(1’ 2> )2(Xy)+ %3(1’ 2> 3)2(X’y)
f(xy)O+00y+ f(x,y)d2x +2y)=x* + 2xy + (x + y)2x + 2y) =3x* + 6xy + 2y?

6. Seconsiderd f:R* -~ R?, f(x,y)= (X2 + y,2xy).
Calculati derivatele partiale in functie de parametrii transformarii de coordonate polare
in plan.
Solutie:

i df d( iﬂ—2pcostEd:ost+1E<J;1nt—2,OCos t +sint,

op o é',o & dp
si analog obtinem toate derivatele:

g _ K Ky _

A xa qa -2’ sintcost + psint,

=4psint [tost, % =2p" cos2t

7. Calculati derivatele partiale de ordin 2 ale functiei
f:R’ - R?, f(x,y,z):(xzz+y,xyz).

Solutie:

Derivatele partiale de ordin I sunt
i:zx . i: . i_ 2’ i:yz’ —2:XZ, i:xy
07, & a 07, & 074



iar cel de ordin II se obtin prin derivarea acestora:
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8. Calculati diferentialele de ordin I si II ale functiei:
f:R> o R, f(x,y)=xy+y’.
Solutie:
Diferentiala de ordin I este

df (x,y)= %(x, y)dx + %(x, y)dy = 2xydx + (x2 + 3y2)dy

iar cea de ordin II este
2 2

d?f(x,y)= Al (x, y)dx* +2 ot (x, y)dxdy + ot (x, y)dy? = 2ydx? + 4xdxdy + 6ydy>
2 d(z 2 d(w 2 Wz 2

9. Calculati diferentialele de ordin I si II ale functiei:
f:R LR, f(xy,z)=xyz+xz+y.
Solutie:
Diferentiala de ordin I este:

df (x, Y, z) = %(x, Y, z)dx + %(x, Y, z)dy + %(x, Y, z)dz =

(yz +2xz)dx + (xz +1)dy + (xy + xz)dz
iar diferentiala de ordin II este:
2 2 2

d*f(x,y,z) = %(x, y,z)dx? +0;y—:(x, y,z)dy? + O;ZI (x,y,z)dz> +

2 2 2

2 2(0; (x, y,z)dxdy +2 Z;ojz (x,y,z)dydz +2 jza'];

22dx* + 2zdxdy + 2xdydz +2(y + 2x)dzdx

(x, y,z)dzdx =



Tema: extremele functiilor de mai multe variabile

1. Determinati punctele de extrem local ale functiei
f:R? - R, f(x,y)=x>+3xy> —15x - 12y.

Solutie:
%(x, y) =0
Determinam solutiile sistemului de ecuatii: &
—(x, y) =0
&

adica
XZ + yZ - 5
Xy =2
sistem simetric avand solutiile (1,2),(2,1),(— 1,—2),(— 2,—1), care sunt punctele critice ale
functiei.
Pentru a stabili care dintre aceste puncte este punct de extrem calculdm diferentiala
de ordin II:

d?f(x, y)=6xdx? +12ydxdx + 6xdy>

6X 6y_6 Xy
6y 6X y x)

1 2
Pentru (1,2) , matricea (2 J are A, =1>0,A, =-3<0 adica nu este nici pozitiv

si Hessianul

2 1
definita nici negativ definita deci punctul nu este de extrem; pentru (2,1), matricea (1 2}

are A, =2>0,A, =3>0 adica este pozitiv definitd deci punctul este punct de minim local,;

pentru (— 1,—2), matricea ( ] are A, =-1<0,A, =-3<0 adica nu este nici pozitiv

definitd nici negativ definita deci punctul nu este de extrem; pentru (— 2,—1), matricea

-1 -2
de maxim local;

-2 -1
( ] are A, =-2<0,A, =3>0 adicd este negativ definitd deci punctul este punct



2. Determinati punctele de extrem local ale functiei
f:R? R, f(x,y)=x*+xy+y> -2x-y.

Solutie:
Determinam punctele critice rezolvand sistemul:
2Xx+y=2 )
,deci x=1Ly=0.
X+2y=1

Calculam diferentiala de ordin II a functiei
d*f (x, y) = 20dx* +2dxdx +2dy?;

2 1
Hessianul este (1 2) stare A, =2>0,A, =3>0, deci punctul (1,0) este punct de

minim local.

2
5. Aratati ca functia g: [— 1,1] X[— 1,]] - Rz,g(x, y) = ( Xy; 2 , X ;_ yj este contractie.

Solutie:
Folosim formula de tip Lagrange:

||g(X1, yl) - g(xza )’2)”0o < Sup”g'(u,V)”m”g(Xl, yl) - g(xza yz)”oo

ceea ce spune cad ori de cate ori sup||g'(u,v)

|w <1, functia este contractie (proprietate

1
+ |—
il

intalnita ti in cazul functiilor scalare).
Avem

\'

3

u

3

X

go(u,v)= 5

+

b

g'(u,v)”oo = max{

u
3
l b
4

X W<

iar
: —max]22l=3
lo'(uv)], <= max{3,4} .
Este usor de observat ca ¢ :([— 1,1] X[-l,l]) O [— 1,1] X[—l,l] deci functia g satisface
ipotezele de aplicare a principiului contractiilor.



Tema: derivatele functiilor implcite

R u+v-x-y=0
1. Se considera sistemul: .
Xu+yv—-1=0
Calculati derivatele functiilor implicite U §1 Vv, in raport cu X si Y.
Solutie: Exista trei modalitati de calcul.
I. Utilizam teorema functiilor implicte, astfel:

Fie u=u(x,y), v=v(x,y), X =(x,y), Y =(u,v), avem:

V7

oX

={§V

"

:

-1
v

a

—_—

V&) ) 5

_ 1 -1\ -1
oX y=-x\-x 1 Au

y

SIS SY
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II. Utilizam determinantii functionali:

A _
X

A
&

XN _
X

N

¥

D(f,f) |71 w

_D(xVv) __Ju Yy __-y-u_y+u
D(f,f,) 1 1] y-x y-x’
D(u,v) X y‘

D(f,. f,) -11‘

_Dy,v) _ IV Yl__—y-v_y+y
D(f.f) 1 1] y-x y-x
D(u,v) X y‘

D(f,f,) |1 ~1

_ D(u,x) _ |Xx u|l_u+x_x+u
D(f,f)~ 1 1] y-x x-y
D(u,v) X y‘

D(f,f,) |1 1

_ Du,y) _ [X V|_ v+XxX_Xx+v
D(f,f,)  [1 1] y-x x-y
D(u,v) X y‘




III. Scriem sistemul liniar obtinut prin egalarea cu zero a diferentialei fiecarei
ecuatii din sistem:

_ytu yt+v
{ du +dv—dx—dy=0 :{ du +dv = dx + dy :du—y_xdx+y_xdy
xdu + ydv +udx +vdy =0 [ xdu + ydv = -udx — vdy dv=;(i;dX+::r\;’dy

2. Fie cos(X +y+ Z) + 2z =0. Calculati derivatele partiale ale functiei implicite z, in raport
cuxsiy.
Solutie: Notam cu f membrul stang al ecuatiei, f(x,y,z)=cos(x+y+z)+z, iar
derivatele functiei implicite sunt:

& a
o"'z__&__ —sin(x+y+z) o"'z__@__ —sin(x+y+z)
& K& —sinx+y+z2)+1 & & —sin(x+y+z)+1
x x
3. Fie {yz TXTx =1. Calculati X s ﬂ
yz-x+z=4 a o

Solutie: Cel mai simplu este sa scriem sistemul liniar obtinut prin diferentierea
(1+ 2)dx +2ydy + xdz =0

pe care il rezolvam in raport cu dz:
—dx +zdy + (y +1)dz =0

fiecarei ecuatii: {

_—xz+2y2+2ydZ

{(1+z)dx+2ydy:—xdz dx = 2’ +7+2y
— dx + zdy = —(y +1)dz dy:_yzzy_z_x_ldz
- +z7+2y
— 2 — — — — —
deci§= xz2+2y +2y siﬂ= yz2y z-x-1
- +z+2y oL 2 +z+2y

2

4. Fie y+ 2% +2xy +3=0. Calculati 22

2 -

Solutie:

oL _y o _ 1+2x

X & 2z

2 (1+2x)2 2 2(1+2x)(—1+2xj )
0%z _ 0 1+2x)_ & _ 27 )_ (1+2x)
éyz_E( 2z ]_ 47* - 47* 47’



Tema: extreme cu legaturi

1. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R’ - R,f(x,y,z)=xyz, avand
X+y+z=5

Xy +yz+2x=8

Solutie: Notam @(X,Y,z,A,A,)=xyz+ A (X+y+z-5)+A,(xy+yz+2zx—8) si

9% _

legaturile {

X—y2+/\1+/\2(y+z):0

@=XZ+/\1+/\2(x+z):0

op _ _
rezolvam sistemul: E_Xy+)ll+)|2(x+y)‘0

@:x+y+z—5:0

oA

op

— =Xy+yz+z2x-8=0

on, yt+y.

Inmultim prima ecuatie cu X, a doua cu y si le scidem: (X - y)(/\1 + /\22) =0. Pentru
X2+ A +A,(x+2)=0
. , X2+ A +2A,x=0 , , -
X =Y sistemul devine: ; din ecuatia a 3-a, z=5-2X s ultima
2x+2-5=0

x> +2x2-8=0

. . . . .4 g . .
ecuatie devine 3x* —10x+8=0 avand solutiie 2 si 3 Corespunzator, obtinem solutiile

complete x=2,y=2,z=1,A =4,A, =2 si XZ%,YZ§,2=

. : oF, 1 1 1 1 11
Pentru prima solutie avem —|= = 5
X, y+z X+z x+y 3 3 4

J
rang(%(a)] =2,deci p=2, m=3 adica o singura variabild independenta, X sau Y.
J
Diferentialele functiilor implicite se obtin din sistemul de legaturi:
dx+dy+dz=0
{3dx +3dy +4dz=0
d2¢ =2[(z + A,)dxdy + (y + A,)dxdz + (x + A,)dydz)] = —2dxdy ;

= dz =0,dy =-dx ;



Diferentiala de ordin 2 a lui g se va obtine exprimand dy si dz in functie de dx:
d*g = 2dx’ care este pozitiv definitd, deci punctul (2,2,1) este punct de minim. Analog se

4 47 . .
aratd ca punctul (g ,E,Ej este punct de maxim deoarece in acest caz avem

o1
*)\3 3 3

d2¢ =2[(z + A,)dxdy + (y + A,)dxdz + (x + A,)dydz)| = 2dxdy ;
d’g =-2dx?
care este negativ definita.

Datoritd simetriei sistemului vom avea incd 4 solutii, corespunzatoare cazurilor
y=2zslzZ=X.

2. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R’> - R, f(X,y)=6—-4x -3y, avand
legiturile x> +y* =1.
Solutie: Notaim @(X,Y,A) =6 —4x -3y + A(X* + y* —1) si rezolvim sistemul:

—-4+2Ax=0
—3+2)y=0
X2 + y2 =1

avand solutiile i,i,é si| — i,—i,—é .

552 5 5 2

Diferentiala de ordin 2 este d’¢ =2A [dx2 + dy2J. Avem o singurd legiturd, de unde
obtinem: xdx + ydy =0. Pentru prima solutie, exprimam dy = —idx , deci d’g = 12—SdX2 ,
3 9

adicd primul punct este de minim legat. Pentru cea de-a doua solutie avem d’g = —1275dx2

adicd maxim legat.

3. Determinati punctele de extrem ale functiei f :R* — R,f(X,y) =Xy, avand legiturile
X+y=1.

y+A=0
Solutie: Notam ¢@(x,y,A)=xy +A(x+y—1) si rezolvam sistemul: {x+A=0
X+y=1

avand solutia (%,%,—%). Diferentiala de ordin 2 este d’@ :2[dxdy+dyd/1 +d/\dX].

Avem o singuri legituri, de unde obtinem: dx +dy =0. deci d*g =-2dx*, adici punct de
maxim legat.



