Formula lui Stokes, Campurn vectonale

Formula lui Stokes

Exprima integrala curbilinie in spatiu prin intermediul unei integrale de suprafata. Conditia
fundamentala este: curba este bordul unei suprafete. Circulatia cimpului vectorial prin bordul
suprafetei este egala cu fluxul rotorului prin suprafata.

Fie ScR® suprafata parametrizata neteda, deschisa, orientata, simpla de clasa (' astfel incat
"= Fr(S) este un drum inchis neted.

Fie 117 >R, S 1,10 eC(T), F(x, y.2) = (P(x. y.2).0(x.y.2). R(x,y,2)), atunci:
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este normala suprafeter S 1ar sensul de parcurgere al bordului &5 este cel care “lasa domeniul in
stdnga”.

Formula gradientului

Daca p:1'cR' >R, e(f’(?'),S = 17r('1’), atunci ” phdo = J.” grad pdxdvdz
s T

Campuri irotationale

Definitie. Campul /' =P-i +O- ] + R~ k se numeste irotational daca rotl(a)=0,Va €1, adica
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Teorema. Campul I este irotational daca si numai daca circulatia sa in lungul oricarui drum inchis
neted pe portiuni, inclus in 7" este nul

Teoremi. Campul F este irotational daca si numai daca existd ¢: 7' — R, [' = gradg

Campuri solenoidale

Definitie. Campul /"= -7 + (-] + K-k se numeste solenoidal daca:
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Teorema. Campul /= P-i +()- ] +R- k este solenoidal daci si numai daca fluxul sau prin frontiera

divi(a)=0,Ya €1, adica 0

inchisa a oricarui compact elementar inclus in 7 este nul.
Teoremi. Campul /= /’-i/ +()-j + R-k este solenoidal daca si numai daca este local un camp de

rotori, adica Va €7 existd V elec(a) si vV - R declasa ' astfel incat I = rorv
Campuri armonice

Definitie. Campul /"= -7 + -/ + R-k se numeste armonic daca este irotational si solenoidal.

Teoremi. Campul /=P +(0- ]+ R-k este armonic dacd si numai daca existd un camp scalar
(functie armonicd) ¢: 7' >R, Ap =0, astfel incat /= gradp .



~Formula lui Stokes

Exercitiu. Calculati direct 1 cu formula lui Stokes: §(y —2)dx +(z—x)dy+(x— y)dz
v
¢ fiindelipsa: x> +y > =1x +2 =1

Solutie. Elipsa plina are parametrizarea x = pcosf,y= psinf,z=1- pcosf, 6 e[O,Z;r], y
o) e[(),l], F,= cosf-7 +sinf-j —cosb-k F,=-psinf-i + pcosf-J +psin@-k iar | v

produsul corespunzator sensului pozitiv este 7, x Fy = pi+ Pk Parcurgera bordului se
face astfel incat, imaginar, calatorul care parcurge curba, avand capul pe directia normalei
F,XF
%”_H—a sa mentind suprafata pe stinga. Asadar, parametrizarea bordulur elipsei este: :
F X Pl FoxXF,
“ p = ol 17 -
x=cosf. y=sinf z=1-cos@, 8 e[O,er] sl integrala este egala cu: o "o '
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Cu formula lui Stokes, avem /<= (y ~z)i +(z— x)J +(x - y)/; s § Pdx + Qdy + Rdz = ” rotl” - jids si folosim
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Exercitiu. §za’x +zdy + ydz , unde 5 este bordul emisferel marginite de sfera de centru () i raza 1 si planul
iy
X + y =0, parcurs in sens trigonometric, din punctul de vedere al unui observator situat in prinul octant.
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Solutie. Pornim de la coordonatele sferice: x=rsingpcosd.y=rsingsinf,z=rcos¢, in cazul dat: x= Y2 Sin @,
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j=o N z= 02z, {1X= N2 + - dp="3%2
3 5 sing, cosw,(/)e[ 7r], j N cos’ @ 5 cos’ @ sin’ @ ldo =
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Prin_Stokes:. pormim de la parametrizarea emisfererr x =singcos@, y=smesinfd, z=cosp, 8 e{ Z—ZJ

(pe[O,/r}, avem 7, =-—singsin@-/ +singcosd- j, F,/,=cosq)cosc9-1?+cosq)sin¢9-j—sin(p-l{ si calculam

Fy X F, = —sin” pcos@-i —sin” @sin@- j —sin (/)cosq)-/;. Pentru orientarea suprafetet se observa imediat ca daca
O=¢ =§ avem r, =—i , r, = —k §ir,x Fo==. Aplicdm formula si calculdm:
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Planul bordului se afla intre noi §i1 “calatorul imaginar” care are capul in directia normalei (cazul particular folosit in
orientarea suprafetei in care normala este — j ) deci asemenea vecinului de la etajul supenior care merge in sens

trigonometric (din punctul nostru de vedere) si lasd domeniul in dreapta. Asadar prin formula lui Stokes ain calculat
mntegrala curbilinie in sens invers trigonometric adica am obtinut valoarea din primul calcul cu semn schimbat!



