Derivabilitate in R"™

o
Definitie. Fie f:AcR™ > R" si aeA; spunem ca functia f este diferensiabila in sens Frechet in a daca
3T, :R™ —» R", aplicatie liniara si continua astfel incat:
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Notatie. Diferentiala Frechet a functiei f Tn punctul a se noteaza prin df (a) sau f (a).
Caz particular: Derivata unei aplicatii linare si continue T, coincide cu T.

Teorema. Diferentiala Frechet a functiei f Tn punctul a este unica.
Teorema. Daca functia f este diferentiabila Frechet in a atunci f este continua in a.

Derivate partiale
Definitie. Se numeste derivata partiala a componentei f; a functiei f, pe directia (dupa variabila) j, derivata functiei

reale (a; - &,8; + )37 fi(a,..,8j4,7,8,1,-,8,) T a;, adica:
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Teoremi. Daca f:AcR™ —R",a €A, este diferentiabila Frechet in a, atunci exista éx—'(a),vhj iar matricea
j

asociata aplicatiei linaire si continue f (a) are componentele éx—'(a). Reciproc, daca exista éx—'(a),VI,j si sunt
j j
continue pe vecinatate a lui a, continuta in A, atunci f este diferentiabila in a.

Se numeste matrice Jacobiani a functiei f Tn punctul a, matricea asociata diferentialei Frechet, f (a):
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(gof)@=g(f(@)f (a)
Derivata compunerii:
Iyt (@) =3,(f(@) 3¢ (@)

Cazuri particulare:
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Derivabilitate in R™
1. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei f:R* — R, f(x,y)=xy+x+y®+5.
Solutie. %(x,y)z y+1, %(x,y) =x+2y, Jg(xy)=(y+Lx+2y)
2. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei f:R —R?, f(x)= (x+ x% 2x +1).

. A iz 1+2x
Soluie. T2 (x)=1+2x, T2(x) =2, Jf(x):[ ) )

3. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei f:R x(0,00) - R?, f(x,y) = (xy,x2 +y,xIn y).

Solutie. %(x,y): Y, ﬁ(x,y)= X, %(x,y)zm, %(x,y):l, %(x,y): Iny, %(x,y):g,
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4. Calculati derivatele partiale si Jacobianul parametrizarii {y psint' t
=p
. . ) cost — psint
Solutie. ﬁ:cost, é:—,oslnt, ﬂ:smt, Q:pCOSt, Je :( . P j
ap a ap a sint  pcost

5. Calculati, folosind regula de derivare a functiilor compuse, derivatele partiale si

Jacobianul compunerii functiilor f:R? —R?, f(x,y) :(x+y,xy,x2 +2xy) si
gR®* > R?, g(x,v,2) =(xz,y2 +z).
Solutie. Fie h=go f,hiR? - R? h(x,y) = g( f(x, y)) , folosim formula Jacobianului compunerii de functii:
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Jh(x,y)zJg(f(x,y)).Jf(x,y).Dar, Jg(f(x,y)){x 42)2xy o X-{y} si Ji(x,y)=| vy x |,deci
y 2X+2y  2X

2 2 2
Jy = [3)( ;6xy+4y 3X2 +4xy] . Derivatele partiale ale functiei compuse pot fi obtinute fie din Jacobian, fie prin
2Xy© +2X+2y  2X°y+2X
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calcul, de exemplu: ;(X, y) =0,f—l(f1, f,, f3)§(x’ y)+éf_2(fl’ fy, Q)E(X, y)+d_3(f1’ fy, fs)g(x, y) =
f3(X,y)-1+0-y+ (X, y)-(2x+2y) = x* +2xy +(x + y)(2x+2y) = 3x* + 6xy + 2y°
6. Seconsideri f:R® —»R?, f(x,y)= (x2 + y,2xy), calculati derivatele partiale in functie de parametrii transformarii

de coordonate polare in plan.
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Solutie: J2 M X A Y _ 2pcost-cost+1-sint =2pcos? t+sint , si analog obtinem toate derivatele
g XK ap & op

—=—— 4 ——"=_2p%sintcost + psint @—4 sint-cost @—2 2 cos2t
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7. Calculati derivatele partiale de ordin 2 ale functiei f:R® —>R?, f(x,y,z)= (xzz+ Y, xyz).

Solutie: Derivatele partiale de ordin I sunt e =2xz, g =1, 5 =X 3 T 3 =Xz, — =Xy iar cel
de ordin Il se obtin prin derivarea acestora: 52];1 =2z, azflzo, h =2x, 52f1=0, ﬁz?:o, azflzo,
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