Extreme cu legaturi

Problemi. Fie f:R™ >R si S= {X| Fi(x)=0,...,F,(x) =0}, p<m. S se determine misn f(u.oO
ue
astfel de problema poartd numele de extrem al functiei f, conditionat de legaturile F,(x)=0,...,F;(x)=0.

Legaturile sunt reprezentate sub forma unui sistem de ecuatii.

Principiul de rezolvare urmareste transformarea problemei date intr-o problema echivalentd dar fara

7 .

legaturi, astfel: Fie F:V cR"™ - R, F(x)= (Fl(x), F, (X),..., Fp(X)) ,aeVcR™ ali rang(é(—'(a)J =p si
i

F(a) =0. Din teorema functiilor implicte existd U Vec(a ap) st @p,...,0,:U > R astfel incat:

ploees

F (@1 (Xpi1seeosXm oo s @ (Xpipseees X )s X pigseees Xy ) = 0

Definim functia
gU >R, g(XpipseXn) = (@1 (Xpirsees X )se s @5 (Xpiy5ees X )y X g ee5 Xy )

Teorema. Fie a €S, rang(d(—' (a)J = p, atunci sunt echivalente:
i

® 3 este minim legat pentru f

® a este extrem local pentru g

Problema contine insa functii date sub forma implicitd, de aceea introducem o noud functie:
»:R™" xR? > R,p(X,4,,4, s dp) = F(X) + 4, F (X) + 4, F, (X)+..+4,F, (X) . Modul in care

scalarii 4; “multiplica” legaturile da numele de metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Teorema. Fie a eR", rang{o’)(_l (a)J = p, atunci sunt echivalente:
]

® aeS siaeste extrem local pentru g

® cxista A=(4,,...,4,) astfel incat (a, 1) este extrem local pentru ¢
1

p

Diferentiala Iui ¢, pe o vecinatate a punctului (a,/i) , coincide cu diferentiala lui g pe o vecinatate a
punctului (a pil ,...,am)
dga(gol(xml,...,xm),goz(xw,...,xm),...,gop(xp+l,...,xm),xp+1,...,xm,/11,...,/1p):dg(xp+1,...,xm)

ceea ce conduce la urmatoarea:

Observatie practici. Determinarea punctului critic al lui ¢ este urmata de calculul diferentialei de
ordin 2 a lui g.



X+y+z=35

1. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R> — R, f(X,y,z) = xyz, avand legiturile { .
Xy +yzZ+2x=38

Solutie: Notdm ¢@(X,Y,2,4;,4,)=Xyz+ 4, (X+Y+2Z—-5)+ A, (XY + yz + 2X — 8) si rezolvam sistemul:

o
;;zybh%+iﬂy+3=0
a2 A4 A, (X+2) =0
=X+ A+ A, (X+2) =
@ 1 2

a4
E{zxy+iy+ﬁﬁx+y)=0
a4

‘%l—x+y+z—5—0

. 8= 0
ﬂz_w+w+u— =

Inmultim prima ecuatie cu X, a doua cu y si le scidem: (X - y)(ﬂ»1 + 2, Z) =0. Pentru x =y sistemul devine:
X2+ A4+ A4, (X+2)=0
X2+ 2, +24,x=0
2X+2-5=0
x> +2x2-8=0

; din ecuatia a 3-a, z=5-2x si ultima ecuatie devine 3x? —10x +8 = 0 avand solutiie 2 si 3

4
Corespunzator, obtinem solutiile complete x=2,y=2,z=14, =4,4, =-2 si X=73,y= Ay =—

3

°F,; 1 1 1 I 11 =
Pentru prima solutie avem | — | = = , rang| —-(a)| =2, deci p=2, m=3
33 4 X;

w| &
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X; Y+z X+z X+Y¥

adica o singura variabila independenta, X sau y. Diferentialele functiilor implicite se obtin din sistemul de legaturi:
dx+dy+dz=0 o L .
3+ 3dy + 4z = 0 = dz=0,dy =—dx ; d’p =2[(z+4,)dxdy +(y + A, )dxdz + (x+ 4, )dydz)] = ~2dxdy ; diferentiala de
ordin 2 a lui g se va obtine expriméand dy si dz in functie de dx: d*g = 2dx? care este pozitiv definita, deci punctul (2,2, 1)
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este punct de minim. Analog se arata ca punctul 3 ’E ,g este punct de maxim deoarece In acest caz avem

Gl ol 2 2 2 .

rak 1111 81 [ dgp= 2[(2 + A, )dxdy + (y + 4, )dxdz + (X + 4, )dydz)] =2dxdy; d“g=-2dx" care este negativ

i 3 3 3
definita. Datoritd simetriei sistemului vom avea inca 4 solutii, corespunzatoare cazurilor y =12 si Z=X.
2. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R* — R, f(X,y)=6-4x—3y, avand legaturile x* +y* =1.
—-442Ax=0
Solutie: Notim (X, Y, A) = 6 —4x—3y+ A(x*> + y* —1) si rezolvam sistemul: {—3+24y =0 avand solutiile
2,2
X“+y“ =1

(%,%,;} si (—%,—%,— %j . Diferentiala de ordin 2 este d 2(p = 2/1[dx2 + dyz] . Avem o singurd legdturd, de unde
. . . . 4 Cogp 125
obtinem: xdx + ydy = 0. Pentru prima solutie, exprimam dy = —de ,deci d“g= 5 dx“, adicd primul punct este de

- . 125 . .
minim legat. Pentru cea de-a doua solutie avem d?g = e dx? adica maxim legat.

3. Determinati punctele de extrem ale functiei f: R? > R, f(x,y) =Xy, avind legaturile x+y=1.

y+4=0
Solutie: Notam (X, Y, 1) = Xy + A(X+ Yy —1) sirezolvam sistemul: ¢ X+ A4 =0 avand solutia (% ,% — %j .
X+y=1

Diferentiala de ordin 2 este d’¢ = Z[dxdy +dydA + d/IdX] . Avem o singura legaturd, de unde obtinem: dx+dy = 0. deci

d?g =—2dx?, adicd punct de maxim legat.



